Streszczenie

Od polowy XX wieku metoda elementéw skoriczonych jest przedmiotem niestabnacego
zainteresowania naukowcéw i inzynieréw. Najczedciej poszukuje sie pola przemieszezen
wykorzystujac zasade minimum energii potencjalnej ukladu. Pomimo wielu zastosowan
tego podejécia nalezy réwniez poszukiwaé innych rodzajéw sformutowania problemu, ktére
pozwolg unikngé¢ niedoskonatosci metody przemieszczeniowej i umozliwig osiggnigcie roz-
wigzania majgcego pozadane cechy. Interesujaca alternatyws jest ujecie napre¢zeniowe,
w ktérym role stopni swobody odgrywaja naprezenia lub wielkodci z nimi zwigzane.
Jest to podejécie rzadziej stosowane, poniewaz konstruowanie statycznie dopuszczalnego
pola naprezert sprawia wigksze trudnosci niz budowa kinematycznie dopuszczalnego pola
przemieszczei. Niemniej jednak warto szukaé tego rodzaju rozwigzan, poniewaz ich za-
lety przewyzszaja pierwotne komplikacje.

Przedmiotem niniejszej rozprawy jest przedstawienie naprezeniowego podejscia metody
elementéw skorniczonych w zagadnieniu zginania cienkiej ptyty Kirchhoffa. W tym zakresie
analizy konstrukeji opracowano wiele réznych elementéw skorficzonych, jednak wiekszo$c
z nich jest oparta na sformulowaniach przemieszczeniowych, mieszanych lub hybrydowych.
W pracy zawarto opis podejécia naprezeniowego, u ktérego podstaw lezy zasada minimum
energii komplementarnej. Réwnania réwnowagi plyty spelniono poprzez wprowadzenie
funkcji naprezen Southwella [136], za pomocs ktérych wyrazone zostalty momenty zgina-
jace 1 skrecajacy. Mozliwosé zastosowania takiego rozwigzania zostala wspomniana przez
Zienkiewicza i Fraeijs de Veubeke [48], a pierwsze préby uzyskania modelu naprezeniowego
w przypadku ptyt zostaly przedstawione przez Eliasa [41] oraz Morleya [109],[110].
Podstawowa cze$é pracy obejmuje wprowadzenie naprezeniowego podejcia do metody
elementéw skoniczonych do analizy statyki cienkiej plyty Kirchhoffa. Funkcje South-
wella aproksymowano przy uzyciu liniowych i kwadratowych funkeji ksztattu. W tym
celu wykorzystano dwa rodzaje elementéw (3-wezltowy oraz 6-wezlowy tréjkat). Warunki
brzegowe, ktére w przypadku podejscia naprezeniowego przyjmujg postac liniowych kom-
binacji stopni swobody (funkcji Southwella), zostaly spelnione za pomoca mnoznikéw La-
grange’a. Mnozniki petnig role stopni swobody w dwoch rodzajach elementéw. W pierw-
szym przypadku sa to specjalnie wprowadzone elementy brzegowe (elementy MPC -
multi point constraints), ktére stuza do definiowania konkretnych wartoéci obcigzen na
krawedzi plyty: momentu zginajacego o wektorze réwnolegltym do brzegu oraz zredukowa-
nej sity poprzecznej. W drugim przypadku mnozniki wprowadzono jako dodatkowe stop-
nie swobody w naroznikach elementéw tréjkatnych. Ich celem jest zapewnienie réwnowagi
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sit pionowych w wezlach naroznych. Dodatkowo przedstawiono inng mozliwo$¢ spetnienia
warunkéw naprezeniowych na swobodnej krawedzi ptyty. Jest ona réwnowazna zastosowa-
niu metody funkcji kary.

Pole przemieszczeni znaleziono wykorzystujac metode najmniejszych kwadratéw. Punk-
tem wyjécia do tego podejécia sg krzywizny w punktach Gaussa wyznaczone na pod-
stawie naprezen obliczonych metodg elementéw skonczonych i zwigzkéw konstytutywnych.
Nastepnie ptyte mozna zdyskretyzowaé uzywajac elementéw Bognera-Foxa-Schmita (BFS)
[17]. W punktach calkowania tatwo jest wyznaczy¢ krzywizny plyty, ktére tym razem za-
lezg od nieznanych stopni swobody w weztach siatki elementéw BFS. Nastepnie nalezy
zminimalizowaé funkcjonal zawierajgcy kwadraty réznic miedzy krzywiznami wyznaczo-
nymi na dwa sposoby, co pozwala obliczyé stopnie swobody elementéw BFS. Znajac te
parametry i funkcje ksztaltu elementéw BFS uzyskuje si¢ przyblizone pole przemieszczen.
Cze$é rozprawy zostala poSwiecona oszacowaniu bledu aposteriori rozwigzania przy-
blizonego. Analize przeprowadzono metoda Pragera-Synge’a [125] [140], ktéra wykorzys-
tuje statycznie i kinematycznie dopuszczalne rozwigzania uzyskane przy uzyciu metody
naprezeniowej i przemieszczeniowej. W pracy obliczono dolne i gérne granice bledu
rozwigzania przyblizonego. Uzyskane wyniki sg satysfakcjonujace.

Po szczegélowym opisie zastosowanych metod zamieszczono wyniki obliczent przeprowa-
dzonych w celu oceny modelu (w przypadku plyt izotropowych i ortotropowych). Otrzy-
mane rezultaty poréwnano z rozwigzaniami kinematycznie dopuszczalnymi (przy uzyciu
dwéch elementéw tréjkatnych Hsieh-Clougha-Tochera [28] — tréj- i szeScioweztowego).
Zaobserwowano podobng szybkoéé zbieznosci obu metod, co pokazuje konkurencyjnosé
ujecia naprezeniowego w stosunku do istniejgcych podejsé.

Do istotnych zalet naprezeniowej metody elementéw skonczonych mozna zaliczy¢:

— mozliwoéé zastosowania wielomianéw interpolacyjnych niskiego stopnia (funkcji linio-
wych) przy zachowaniu zbieznosci do rozwigzania dokladnego. Jest to niemozliwe
w przypadku metody przemieszczeniowej, gdzie wymagane sg funkcje kwadratowe
"dla najprostszego elementu niedostosowanego i wielomiany trzeciego stopnia dla ele-
mentéw dostosowanych,

— zwiekszenie bezpieczenstwa konstrukcji dzieki mozliwosci znalezienia dolnego osza-
cowania obcigzenia granicznego,

— latwo$é wyznaczenia obustronnych granic energii wewnetrznej plyty w przypadku
zastosowania dualnych podej$é metody elementéw skonczonych,

— mozliwo$é oszacowania bledu rozwigzania przyblizonego, jezeli dysponujemy rozwigza-
niami kinematycznie oraz statycznie dopuszczalnymi.

Warto réwniez podkreslié zalety dualnej analizy zagadnienia zginania cienkiej ptyty: Obie
metody (kinematycznie i statycznie dopuszczalna) charakteryzuje monotoniczna zbieznosc¢
do rozwigzania doktadnego dzieki czemu dysponujemy dolna i gérng granicg energii sprezys-
tej plyty. To gwarantuje nam, ze w przypadku zmniejszania sie réznicy miedzy tymi
warto$ciami podczas zageszczania siatki elementéw skoniczonych zblizamy sie do rozwigza-
nia doktadnego.



